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1 Einleitung

Wie viele Punkte kénnen auf einer nichtsinguldren projektiven Kurve von
Geschlecht ¢ iiber einem endlichen Kérper mit ¢ Elementen hochstens liegen?

Noch gibt es auf diese Frage keine allgemeingiiltige Antwort. Einige Fille
wurden schon gelost, doch in den meisten Féllen ist die aktuelle Forschung
noch nicht am Ziel. Zwar gibt es allgemeingiiltige Abschétzungen fiir die
Hochstanzahl, doch diese oberen Schranken werden héufig nicht von konkre-
ten Kurven erreicht.

Es stellt sich also die Frage nach moglichst guten Obergrenzen fiir die Punkt-
anzahl von Kurven iiber endlichen Koérpern, die die allgemein bekannten
Schranken verbessern. Die Frage hat natiirlich schon rein theoretisch ihre
Berechtigung. Doch ist sie auch fiir die Anwendung von Interesse, denn in
der Kryptographie kénnen, dhnlich wie elliptische Kurven, auch Kurven von
héherem Geschlecht zur Verschliisselung verwendet werden.

Zur Bewiltigung dieser Aufgabe wurde eine Idee von Kristin Lauter aufge-
griffen, die sie in ihrem Artikel [Lau00] vorstellt. Dort zeigt sie an einem
Beispiel, wie durch Anwendung zweier Kriterien die Existenz von Kurven
mit einer vorgegebenen Punktanzahl ausgeschlossen und die obere Schranke
dadurch gesenkt werden kann.

Kristin Lauters Methode wurde im Rahmen dieser Arbeit verwendet, ihr
Algorithmus fiir Kurven beliebigen Geschlechts iiber beliebigen endlichen
Korpern verallgemeinert und ein Programm implementiert, das die Ober-
grenzen fiir die Punktanzahl untersucht.

Im Kapitel 2 werden die mathematischen Grundlagen der projektiven Kur-
ven und der Funktionenkorper vorgestellt. Das Ziel ist es, die bekannte Ab-
schétzung nach Weil vorzustellen und einen Beweis dafiir anzugeben. Gleich-
zeitig wird hier die mathematische Sprache der folgenden Kapitel eingefiihrt.

Die Idee von Kristin Lauter, auf der die ganze Arbeit aufbaut, wird in Ka-
pitel 3 vorgestellt und der Algorithmus, der diese Idee auf beliebige Kurven
verallgemeinert, wird in Kapitel 4 hergeleitet und erklart. Das fiinfte Kapitel
geht auf die Implementierung des Algorithmus ein; hier wird die Struktur des
pari-Programmes beschrieben, das zur Umsetzung der Tests erstellt wurde.

Im sechsten Kapitel schliefflich finden sich die Ergebnisse, die mit Hilfe dieses
Programmes erzielt werden konnten. Zum besseren Vergleich stehen sie neben
den jeweiligen Abschétzungen nach Weil und anderen bekannten Obergren-
zen, wie sie bei [vdGvdV03] gesammelt sind.



Bedanken mochte ich mich bei Professor Norbert Schappacher, der mir diese
interessante Aufgabe stellte und mich bei der Bearbeitung unterstiitzte. Seine
wertvollen Hinweise und Ratschldge, wie auch sein kritisches Hinterfragen
brachten mich weiter. Auch auf grofie Entfernung riss der Kontakt nicht ab.

Vielen Dank auch an Dr. Werner Nickel, der gute Tips gab, als bei der Im-
plementierung Probleme auftauchten und immer am Stand der Forschung
interessiert war.

Dank sagen mochte ich allen, die mich wéihrend der Arbeit ermutigten, mei-
ne Fragen anhorten und mitdachten, meinem Kommilitonen Niklas Niemann
besonders auch fiirs Korrekturlesen, Michael Herty fiir seine programmier-
technischen Hinweise, Stefan K6nig und Benjamin Hofler fiir ihr Mitdenken
bei allgemeinmathematischen Problemen, Alexander Klink fiir viele Tips im
Umgang mit KTEX und mit den Rechnern im Pool.

Auch allen Freunden und Bekannten, von denen viele mich im Gebet unter-
stiitzten, und nicht zuletzt meiner Familie, die immer fiir mich da war und
viel Verstiandnis und Unterstiitzung fiir mich aufbrachte, herzlichen Dank!

Vor allem aber gilt mein Dank meinem Schépfer und Herrn, ohne den ich
nichts tun konnte.



2 Grundlagen

Die folgende Einfiihrung in die Theorie der Bewertungen und Primdivisoren
von Funktionenkorpern, ihre Verbindung zu projektiven Kurven und deren
Zetafunktionen ist eng an [Gol03] gehalten.

2.1 Bewertungen

Definition 2.1. Bewertungsring
Sei K ein Koérper. Ein Integritdtsbereich O C K ist ein Bewertungsring von
K, falls O # K und fiir alle v € K gilt x € O oder 27! € O.

Definition 2.2. Bewertung

Sei O ein Bewertungsring von K und sei V- = K* /O, wobei K* bzw. O* die
Gruppe der Einheiten bezeichnet. Dann ist die durch O gegebene Bewertung
die natiirliche Abbildung v : K* — V. Man nennt V' die Bewertungsgruppe
von O und schreibt die Gruppenoperation additiv. Wir setzen v(0) := co.

Zusétzlich ist auf V' die folgende Ordnung definiert: Fiir aO*,b0* € V ist
aO* < bO*, falls a b € O. Diese Relation ist wohldefiniert und macht V'
zu einer total geordneten Gruppe, und es gilt

v(a+b) > min{v(a),v(b)}.

Sei P = {x € OJv(x) > 0}. Dann ist P die Menge der nicht invertierbaren
Elemente von O. Es ist ein Ideal und daher das eindeutige maximale Ideal
von . Jeder Bewertungsring ist also ein lokaler Ring' .

Sei umgekehrt v ein nicht trivialer Homomorphismus von K™ in eine total
geordnete additive Gruppe G mit der Eigenschaft v(a+b) > min{v(a), v(b)}.
Dann erhélt man durch O, := {z € K*|v(x) > 0} U {0} einen Bewertungs-
ring von K und v ist isomorph zur zugehorigen Bewertung.

Definition 2.3. Restklassenkorper

Sei weiter P, := {x € K|v(z) > 0} das maximale Ideal von O,.

Dann nennen wir F, := O, /P, den Restklassenkdrper von v. Falls K einen
Unterkérper k enthélt und v(z) = 0 fiir alle x € k* ist, nennt man v eine
k-Bewertung von K. In diesem Fall ist F, eine Korpererweiterung von k.

'Ein Ring R heifit lokal, wenn er ein Ideal M hat, so dass R\ M C R*. Das ist
dquivalent dazu, dass R ein eindeutiges maximales Ideal hat.



Definition 2.4. Diskrete Bewertung

Falls eine Bewertung v vorliegt, deren Bewertungsgruppe unendlich und zy-
klisch ist, so nennt man v eine diskrete Bewertung und ihren Bewertungsring
O, einen diskreten Bewertungsring . Man kann die Bewertungsgruppe einer
diskreten Bewertung mit der Gruppe der ganzen Zahlen identifizieren. Ein
Element von O, mit Bewertung 1 nennt man lokalen Parameter in v. Ein
lokaler Parameter ist also gerade ein Erzeuger von P,.

Definition 2.5. Fortsetzung von Bewertungen

Angenommen, v sei eine diskrete Bewertung von K und K’ eine endliche
Erweiterung von K. Dann gibt es einen Bewertungsring O’ von K', der O,
enthélt und dessen maximales Ideal P, enthélt. Ist v/ die zugehorige Bewer-
tung von K, so sagt man v/’ teilt v und schreibt v/|v.

Dann ist auch v’ diskret und es gibt eine positive ganze Zahl e < |K' : K|, so
dass V| = ev. Es gilt e = |V’ : V|, wobei V' bzw. V' die Bewertungsgrupen
von v’ bzw. v sind. Diese Zahl e = e(v'|v) bezeichnet man als Verzweigungs-
indez von v/ iiber v. Oft benutzt man auch die Schreibweise e(P'|P). Fiir
e > 1 nennt man P verzweigt in K.

Falls v'|v, so ist der Restklassenkorper F,, eine Erweiterung des Restklas-
senkorpers F,, von hochstens Grad |K’ : K|. Den Grad dieser Erweiterung
nennt man Restklassengrad von v/ iiber v und bezeichnet ihn mit f(v/|v) oder

auch f(P'|P).

2.2 Funktionenkorper

Definition 2.6. Funktionenkorper

Sei K eine endlich erzeugte Erweiterung von k von Transzendenzgrad eins.
Dann ist K/k(z) fiir ein beliebiges transzendentes Element x € K eine end-
liche Erweiterung. Sei aulerdem k£ algebraisch abgeschlossen in A, das heifit,
jedes iiber k algebraische Element in K liegt schon in k. Dann nennen wir
K einen Funktionenkdrper iiber k und den Korper k& den Konstantenkdrper
und schreiben haufig K/k.

Definition 2.7. Trennvariable

Sei K/k ein Funktionenkorper und = € K transzendent {iber k so gewéhlt,
dass K/k(z) eine endliche, separable Erweiterung ist. Dann wird z als Trenn-
variable fiir K/k bezeichnet.

Bemerkung: Falls k£ perfekt ist, gibt es nach Theorem 2.21 immer eine
Trennvariable fiir K/k.



Definition 2.8. Primdivisor
Ein Primdivisor von K ist das maximale Ideal P eines k-Bewertungsrings
von K. Die zugehorige Bewertung wird mit vp, der Restklassenkdrper mit
Fp bezeichnet. Ist x € K und vp(x) > 0, so bezeichnet x(P) die Nebenklasse
x+ P € Fp und x wird endlich in P genannt. Ist vp(z) < 0, so hat = einen
Pol der Ordnung —vp(z) in P.

Da K ein Funktionenkorper ist, sind alle k-Bewertungen von K diskret. Mit
Py sei die Menge aller Primdivisoren von K bezeichnet.

Da fiir einen Primdivisor P der Restklassenkorper Fp eine endliche Erweite-
rung von k ist, ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 2.9. Grad eines Primdivisors
Der Grad von P ist deg(P) := |Fp : k.

Definition 2.10. Punkt
Einen Primdivisor von Grad eins bezeichnet man als Punkt.

Definition 2.11. Divisor

Sei Div(K) die freie abelsche Gruppe, die von den Primdivisoren erzeugt
wird. Thre Elemente heiflen Divisoren, sind also ganzzahlige formale Linear-
kombinationen von Primdivisoren, wie etwa

D= Z dpP.
PePg

Dabei haben nur endlich viele Primdivisoren einen Koeffizienten ungleich
Null. Der Grad dieses Divisors ist

deg(D) := de deg(P).

Fiir eine beliebige Bewertung vp ist vp(D) := dp, es gilt also vp(D) = 0 fiir
fast alle P.

Bemerkung: Ist x € K*, so ist vp(x) nur fiir endlich viele Primdivisoren P
verschieden von Null. Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 2.12. Hauptdivisor
Fiir ein Element v € K* ist [z] := >, vp(x)P der Hauptdivisor von z.

Definition 2.13. Divisorklassengruppe

Die Hauptdivisoren bilden eine Untergruppe der Divisoren. Die Quotienten-
gruppe ist die Divisorklassengruppe. Zwei Divisoren heiflen linear dquiva-
lent, D ~ D', falls D — D' = [x] fiir irgendeinen Hauptdivisor [z]. Auf der
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Gruppe der Divisoren gibt es eine partielle Ordnung. Es gilt D < D', falls
vp(D) < vp(D') fir alle Bewertungen vp. Ein Divisor D mit D > 0 wird
nichtnegativ oder effektiv genannt.

Definition 2.14. Lg (D)
Sei K ein Funktionenkérper und D ein Divisor auf K. Dann setzt man

L[((D) = {l’ e K~

2] > ~D} U {o}.

Satz 2.15. (nach [Gol03] Lemma 2.1.5. und Corollary 2.1.10.)
Fiir jeden Divisor D ist Li (D) ein endlichdimensionaler k-Untervektorraum
von K und falls D nichtnegativ ist, so gilt

dim Lk (D) < deg(D) + 1.

Definition 2.16. §(D)
Fiir einen Divisor D definiert man 6(D) := deg(D) + 1 — dim L (D).

Es interessiert, wie grof§ diese Differenz 6(D) werden kann.

Satz 2.17. (Riemann) (nach [Gol03] Theorem 2.1.19.)
Ser K ein Funktionenkdrper. Dann gibt es positive ganze Zahlen N und g,
die nur von K abhdngen, so dass

1. 6(D) < g fir alle Divisoren D;
2. 0(D) = g fiir alle Divisoren, deren Grad mindestens N ist.

Definition 2.18. Geschlecht
Sei K ein Funktionenkorper. Dann nennt man die ganze Zahl g = gx aus
dem obigen Satz das Geschlecht von K.

Definition 2.19. Geometrischer Funktionenkorper
Einen Funktionenkérper K /k bezeichnet man als geometrisch, wenn fiir jede
endliche Erweiterung &'/k die Struktur &’ @, K wieder ein Korper ist.

Lemma 2.20. (nach [Gol03] Lemma 2.4.5.)
Sei K ein Funktionenkdrper iber einem perfekten Grundkéorper k.
Dann st K geometrisch.

Theorem 2.21. (nach [Gol03] Theorem 2.4.6.)
Sei K/k ein geometrischer Funktionenkérper der Chamkterﬁstz’k p > 0.
Dann ist |K : kKP| = p, und fir jedes x € K gilt folgende Aquivalenz:

r € kK? < x ist keine Trennvariable fir K/k



2.3 Endliche Erweiterungen

Sei K’ O K ein Paar von Funktionenkorpern mit |K’ : K| < co. Dabei sei k
der Konstantenkorper von K und damit algebraisch abgeschlossen in K. Es
kann in K’ jedoch noch mehr Elemente geben, die algebraisch iiber £ sind;
diese bilden den Kontantenkorper &' des Funktionenkorpers K'/k’. In diesem
Fall bezeichnet man K'/k' als endliche Erweiterung von K/k.

Sei nun () € Prr. Wird die Bewertung vg auf K eingeschrénkt, so verschwin-
det sie dort nicht identisch. Denn angenommen, das wére so und sei x € K.
Dann wiirde fiir x, das algebraisch {iber K ist, also ein Minimalpolynom
Min mit Koeffizienten in K hat, einerseits vg(Min(x)) = vo(0) = oo gel-
ten, andererseits wire vg(Min(x)) = 0, da alle seine Koeffizienten von Min
verschwindende Bewertung hétten. Also ist Og N K ein Bewertungsring von
K zur Bewertung vg|x mit Primideal P := @ N K. In diesem Fall sagt man
Q teilt P oder auch @ liegt iiber P.

Satz 2.22. (nach [Gol03] Corollary 2.1.17.)

Sei K/k ein Funktionenkérper und K' eine endliche Erweiterung von K. Sei
weiter P ein Primdiwvisor von K und Q1,...,Q, die Menge aller Primdivi-
soren von K', die P teilen.

Dann gilt

Ze(Qi|P>f(Qi|P> = |K": K.
i=1
Satz 2.23. (nach [Gol03] Theorem 2.4.9.)

Sei K'/K eine endliche, separable Erweiterung von Funktionenkdrpern.
Dann gilt e(P'|P' N K) =1 fiir fast alle Primdivisoren P € Pg.

Definition 2.24. Skalare Erweiterung
Einen Funktionenkorper K'/k' nennt man skalare Erweiterung von K/k,
wenn K' = K'K.

Definition 2.25. Singulire und nichtsingulire Primdivisoren

Sei K/k ein geometrischer Funktionenkérper und £’/k eine endliche Erwei-
terung. Ein Primdivisor P € Py wird als singuldr beziiglich k' bezeichnet,
wenn k' @ Op echt im ganzen Abschluss von Op in k' @, K enthalten ist,
andernfalls als nichtsinguldr beziiglich k'

Singuldr wird P genannt, wenn es beziiglich irgendeiner endlichen Erweite-
rung k'/k singulér ist, andernfalls nichtsinguldr.

Bemerkung: Falls k perfekt ist, sind alle Primdivisoren nichtsingulér.
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Definition 2.26. Zerfillungskorper fiir Primdivisoren
Gilt fiir eine Erweiterung &’/k und einen Primdivisor P € Py, dass alle
Primdivisoren @ in k' @, K, die P teilen, Grad deg(Q)) = 1 haben, also
Punkte sind, so nennt man k' einen Zerfillungskérper fiir P.

Lemma 2.27. (nach [Gol03] Lemma 3.2.5.)
Sei K/k e geometrischer Funktionenkdrper, k der algebraische Abschluss
von k und K :=k @y K. Dann ist K/k ein Funktionenkérper.

Theorem 2.28. (nach [Gol03] Theorem 3.2.6.)

Sei K/k ein geometrischer Funktionenkdrper, P ein nichtsinguldrer Prim-
divisor von K und k' /k eine endliche Erweiterung, die ein Zerfdllungskérper
fiir P ist. Setze K' := k' @, KK, so gibt es eine 1-zu-1 Entsprechung zwischen
den Punkten QQ von K, fir die QN K = P gilt, und den Punkten P’ von K’,
die P teilen, gegeben durch QN K' = P' und e(Q|P) = e(P'|P).

Definition 2.29. Sei mit der obigen Notation k' C k, K' .=k @, K und Q
ein Punkt von K. Dann heifit Q) tiber k' definiert, falls Q N K’ ein Punkt ist.

Definition 2.30. Wirkung von Aut,(K) auf Py
Sei K/k ein Funktionenkérper und @ ein Primdivisor von K mit zugehoriger
Bewertung vg. Ist nun o : K — K ein k-Automorphismus von K, so ist auch

vg o o eine diskrete k-Bewertung von K mit Bewertungsring o (Og) und
maximalem Ideal Q7 := o7(Q).

Theorem 2.31. (nach [Gol03] Theorem 3.5.1.)

Ist K'/k' eine galoische Erweiterung von K/k und Gal(K'/K') die zugehirige
Galoisgruppe, so wirkt Gal(K'/K) auf der Menge der Primdivisoren von K’
vermdoge der Zuordnung Q — Q7.

Ist Q ein Primdivisor von K' und P := QNK, dann ist auch o~ (Q)NK = P,
denn o lisst K fest. Das bedeutet, Gal(K'/K) permutiert die Menge der
Primdivisoren {Q1,...,Q,} von K', die ein und denselben Primdivisor P
von K teilen. Auf dieser Menge ist die Wirkung sogar transitiv:

Seien Q1 und Qo Primdivisoren auf K' mit P := Q1N K = Q> N K. Dann
gibt es einen Automorphismus o € Gal(K'/K) mit Q] = Q».

Korollar 2.32. Fir Q1 und Q3 gilt dariber hinaus e(Q1|P) = e(Qs|P).

Beweis. Laut Definition des Verzweigungsindex gilt vg,|x = e(Q;|P)vp fiir
1 =1,2. Da Qf = @ gilt, ist auflerdem v, = v, o 0. Da ¢ konstant auf K
ist, folgt daraus vg, |k = vg,|x. Nun gilt also

e(Qi|P)vp = vo,|x = vo, |k = e(Qa| Pvp
und daraus folgt die Behauptung e(Q:|P) = e(Q2|P). O
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2.4 Projektive Kurven

In diesem Abschnitt wird der Begriff der projektiven Kurve eingefiihrt und
der Zusammenhang zwischen den bisher betrachteten Funktionenkorpern
und projektiven Kurven dargestellt.

Definition 2.33. Projektiver Raum

Fiir einen Korper k ist der n—dimensionale projektive Raum P"(k) definiert
als die Menge der Geraden durch den Ursprung in "*'. Ist (ay,...,a,) ein
Punkt verschieden von Null in £, so wird die Gerade durch den Nullpunkt,
die durch diesen Punkt geht, mit (ag : - - : a,) bezeichnet. Jede solche Linie
ist ein Punkt von P"(k).

Definition 2.34. kr-_rationale Punkte

Einen Punkt von P"(k), dessen Koordinaten bereits {iber k., einer Erweite-
rung von k von Grad r, definiert sind, nennt man k,-rationalen Punkt.

Ist f € k[Xy,...,X,] ein homogenes Polynom von Grad d, so gilt fiir alle

A€k, ae Enﬂ, dass f(Aa) = A?f(a) und seine Nullstellenmenge V'(f) ist
daher eine wohldefinierte Teilmenge von P" (k).

Definition 2.35. Abgeschlossene Mengen

Die Menge der gemeinsamen Nullstellen in P™(k) einer beliebigen Menge von
homogenen Polynomen in k[ Xy, ..., X, wird abgeschlossene Menge genannt.

Definition 2.36. Irreduzible Menge, projektive Varietit
Eine abgeschlossene Menge wird irreduzibel genannt, wenn sie nicht als Ver-
einigung zweier echter abgeschlossener Teilmengen geschrieben werden kann.

Eine abgeschlossene Menge in P" (k) nennt man projektive Varietit, wenn sie
irreduzibel ist.

Ist J C k[Xo,...,X,] ein Ideal, so bezeichnet V/(J) C P"(k) die Nullstel-

lenmenge von J. Ist umgekehrt S C P"(k), so bezeichnen wir mit I(S) das
Ideal der auf S verschwindenden Funktionen.

Lemma 2.37. (nach [Gol03] Lemma 4.1.7.)
FEine abgeschlossene Menge V' ist genau dann eine projektive Varietdt, wenn
I(V') ein Primideal ist.

Definition 2.38. Korper der rationalen Funktionen

Sei k ein Korper und V' C P"(k) eine projektive Varietdt. Dann ist I(V)
ein Primideal und damit k[V] := k[Xo, ..., X,,]/I(V) ein Integritdtsbereich.
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Nun bezeichne (V) den Korper der homogenen Quotienten von k[V], das
heifit

E(V)={ L | p,q € k[V] homogen und vom gleichen Grad}.
q

Dieser Korper k(V') wird Kdrper der rationalen Funktionen auf V' genannt.

Definition 2.39. Projektive Kurve
Sei V' C P*(k) eine projektive Varietit. Die Dimension von V ist definiert
als dim(V) = trdeg(k(V)/k), also der Transzendenzgrad der Erweiterung
Ist dim (V') = 1, also k(V') ein Funktionenkérper im Sinne von Definition 2.6,
so nennt man V' eine projektive Kurve.

Ist nun umgekehrt ein Funktionenkorper K /k gegeben, so stellt sich die Fra-

ge, ob es eine projektive Kurve V' C P"(k) gibt, so dass K = k(V) ist.

Es soll eine Abbildung konstruiert werden, die Punkte von K nach P™ abbil-
det und deren Bild eine projektive Kurve V mit k(V) = K ist.

Theorem 2.40. (nach [Gol03] Theorem 4.2.2.)
Sei K/k ein Funktionenkérper und sei ¢ := (¢g, b1, .., 0n) € K", wobei
oo # 0 und ¢; /g fiir irgendein i nichtkonstant ist. Fir einen beliebigen Punkt
P von K seitp ein lokaler Parameter in P und ep := —min;{vp(¢;)}. Dann
ist

O(P) == (tTPo(P) : -~ 1 t7 pn(P)) € P"
wohldefiniert und unabhdngig von der Wahl von tp. Auflerdem ist

Vi=im(¢) = {o(P)|P € P}

eine projektive Kurve mit k(V') = k(¢d1/do, ..., dn/do).

Sei nun R := k[¢g, ..., ¢,] und die Abbildung ® : k[X,,..., X,] — R[T] fiir
eine Unbestimmte 7" durch

(X)) =T (0<i<n)
gegeben. Sind f, g € k[Xy, ..., X,] homogene Polynome vom gleichen Grad,

SO ist
@(f) . f(¢077¢n> c K.

(g)  g(do,- .. Pn)
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Das macht die folgende Definition sinnvoll: Ist nun a € V', so sei

0= {3 < Klala) £ 0).
P, {% € 0,|f(a) = 0},

Der Ring O, bildet einen lokalen Unterring von K mit maximalem Ideal P,
und wird der lokale Ring in a genannt.

Nun gilt folgende Ergénzung zu Theorem 2.40:

Theorem 2.41. (nach [Gol03] Theorem 4.2.2.)
Fiir a € V- mat lokalem Ring O, gilt

(,2571(0/) = {P € ]P)K

0O, COp und PN O, = P,}.

So definiert also jedes Tupel (¢, . .., ¢,) € K™ mit mindestens einem nicht-
konstanten ¢;/¢y eine Abbildung ¢ : Py — V von den Punkten von K auf
die Punkte einer projektiven Kurve V' C P". Man nennt ¢ eine projektive
Abbildung. Beginnt man mit einer projektiven Kurve V' C P" \ V(Xj), so ist
die natiirliche Abbildung ¢ : Pryy — V definiert als die projektive Abbildung
qb = (]_,Xl/XO, N aXn/XO)

Definition 2.42. Nichtsingulire projektive Abbildung und Kurve
Gilt fiir einen Punkt P € Py, dass ¢(P) = a, dann bezeichnet man ¢ als
nichtsinguldr in P (bzw. in a), falls O, = Op. Das bedeutet, dass die Abbil-
dung an dieser Stelle injektiv ist.

Sei nun V eine projektive Kurve mit Funktionenkérper K. Dann nennen
wir V' nichtsinguldr in a € V, falls die natiirliche Abbildung ¢ : Px — V
nichtsingulér in a ist. Weiter nennen wir V' nichtsinguldr, falls V' in jedem
Punkt nichtsingulér ist.

Fiir eine nichtsinguldre Kurve gibt es also eine bijektive Entsprechung zwi-
schen den Punkten ihres Funktionenkorpers und den Punkten der Kurve.

Definition 2.43. Zetafunktion einer projektiven Kurve

Ist V' eine projektive Kurve iiber einem Korper k& mit ¢ Elementen und N,
die Anzahl der k,-rationalen Punkte auf V', so ist die Zetafunktion der pro-
jektiven Kurve V' definiert als

20v,0) = eap(3 N,

n>1
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Definition 2.44. Primdivisoren auf einer projektiven Kurve
Sei « = (ag : -+ : ap) € V ein Punkt auf V und k; der kleinste Erweite-
rungskorper, der alle seine Koordinaten enthélt. Dann bezeichnet man

P:={a’j=0,1,...,d—1}

als einen Primdivisor auf V' vom Grad deg(*B) = d.

Die Punkte {a,a4,. ..,aqdfl} sind alle verschieden und liegen auf V. Die
Primdivisoren bilden eine Partition der Menge der Punkte von V. Ist a € V'
mit Koordinaten in kg, dann definiert a einen eindeutigen Primdivisor von
Grad d fiir ein gewisses d|s. Dieser Primdivisor enthélt d verschiedene Punkte
auf V', die alle wiederum Koordinaten in k; C ks haben. Daher gilt

Lemma 2.45. (aus [IR90], Lemma 1, Seite 157)
Ist ay die Anzahl der Primdivisoren auf V' vom Grad d und Ny die Anzahl
der kgs-rationalen Punkte auf V', dann gilt

Ns = Z dad.
d|s

Unter Verwendung der Primdivisoren einer projektiven Kurve erhilt man
folgende Produktdarstellung fiir ihre Zetafunktion:

Lemma 2.46. (aus [IR90], Proposition 11.1.3.)
Fiir die Zetafunktion einer projektiven Kurve V' gilt

1

wobei B diber alle Primdivisoren auf V' lduft.

Nun stellt sich die Frage, was diese Primdivisoren mit den Primdivisoren
des Funktionenkorpers der Kurve zu tun haben. Tatséchlich gibt es zwischen
ihnen eine graderhaltende bijektive Entsprechung.

Lemma 2.47. Sei V' eine nichtsingulire projektive Kurve iber dem Kérper k
und K/k ihr Funktionenkérper. Dann gibt es eine Bijektion 1) zwischen den
Primdivisoren von V. und den Primdivisoren von K, die den Grad erhdlt,
also fir alle Primdivisoren S von V

deg(¥(B)) = deg(B)
erfillt.

13



Beweis. Sei B = (a,a?,..., aqdfl) ein Primdivisor auf V. Sei £’ der Erwei-
terungskorper von k von Grad d und K’ := k'@, K. Dann gibt es zwischen den
k'-rationalen Punkten von V' und den Punkten von K" eine bijekive Entspre-
chung. Sei Q; € Py dabei der zu a? gehérige Punkt, das heifit Q; = ¢~1(a?),
wobei ¢ die natiirliche Abbildung von Pg nach V ist. Dann teilen alle @);
dasselbe P € Py, denn

Q; = {&f) e K’

B0y € Klala”) £0,f(a") =0}

Ak = 120 ot 7y —
und da bei den Mengen ); N K die Polynome f, g Koeffizienten in k ha-
ben und somit invariant unter der Abbildung x ~— 2% (Frobenius) sind, ist
fla?) =0« f(aqk) = 0 fiir alle j, k. Somit sind diese Mengen alle gleich Py,
ndmlich

P(f)
Py =P, ={——= € K|g(a) # 0, f(a) =0}.
'p {q>(g) l9(a) (a) = 0}
Nun gibt es in K' also d Punkte Qq,...,Qq_1, die dieses Py € Pg teilen.
Nach Satz 2.22 gilt

Y elQIPy)f(QIPp) = [K': K] =K : k] =d
Q

wobei die Summe iiber alle Primdivisoren in K’ lduft, die Py teilen. Davon
gibt es mindestens die d, die wir bereits kennen. Mehr kann es auf Grund
der Formel auch nicht geben und es gilt e(Q;|Py) = f(Q;|Pyp) =1 fiir alle 1.
Daraus folgt

deg(Py) = [Fry : K] = [Fo, : K] = [ : k] = d.

Der Primdivisor Py € Py hat also Grad d und mit () := Py ist die
gesuchte graderhaltende Zuordnung zwischen den Primdivisoren der Kurve
V und den Primdivisoren ihres Funktionenkorpers /X gegeben.

Diese Zuordnung ist bijektiv: Sei nun umgekehrt ein Primdivisor P € Py
von Grad d gegeben und ¢ die natiirliche Abbildung von Py nach V, so ist
a := ¢(P) ein Punkt auf V', der iiber ky, einem Erweiterungskorper von k
von Grad d, definiert ist.

14



Angenommen, die Koordinaten von a liegen auch schon in kg, und d’|d. Dann
ist Pp := {a,a?,.. .,aqdul} ein Primdivisor von Grad d’. Zu diesem Prim-
divisor gehort nach der zuerst beschriebenen Zuordnung ein Primdivisor
P" := ¢(PBp) = Py, des Funktionenkérpers k}, @ K, fir den P' = P, €
¢ (a) gilt. Es ist also ¢(P') = a = ¢(P) und da wir eine nichtsingulire
Kurve betrachten, ist P = P und somit d’ = d.

Also ist kg ist der kleinste Erweiterungskorper von k, der alle Koordinaten
von a enthélt. Daher ist Bp := {a,a?,... ,aqdfl} ein Primdivisor von V' mit
Grad d. Die dadurch gegebene Zuordnung P — Bp kehrt ¢ um.

O

Nun soll noch ein Satz zitiert werden, der eine Folgerung aus dem Satz von
Stohr-Voloch ([Gol03] Theorem 4.4.24.) ist, einem tiefliegenden Satz, der hier
weder bewiesen noch zitiert werden soll, und in dem es um eine Abschitzung
fiir die Anzahl starker Fixpunkte geht.

Definition 2.48. Grad und starker Fixpunkt einer k-Einbettung
Sei 7 : K — K eine k—Einbettung von K in sich. Der Grad von 7 ist
definiert als deg(7) := |K : 7(K)|. Ein Primdivisor P von K ist genau dann
ein Fixpunkt von 7, wenn 7(P) C P. Ein starker Fizpunkt von 7 ist P, falls
7(P) C P? ist.

Satz 2.49. (nach [Gol03] Corollary 4.4.25.)

Sei K/k ein Funktionenkdrper mit Geschlecht g und 7 : K — K eine k—Ein-
bettung. Dann gilt fir beliebiges n > g, dass die Anzahl der starken Fizpunkte
von T hdchstens

N deg(7)>g N 29%(g — 1)

14+d
+ deg(7) + (n . -

betrdgt.
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2.5 Zetafunktionen

Definition 2.50. Zetafunktion eines Funktionenkorpers

Sei nun k ein endlicher Korper der Charakteristik p mit ¢ = p” Elementen
und K/k ein Funktionenkorper. Es soll eine allgemeingiiltige Abschitzung
fiir die Anzahl der Punkte des Funktionenkorpers K /k hergeleitet werden.
Dazu definieren wir die folgende Grofe:

aK(n) = |{D € DZ"U([\”)

D >0 und deg(D) = n}

und gewinnen daraus die Zetafunktion:
ZK(t) = ZaK(n)t"
n=0

Es bezeichnet also ax (1) gerade die Anzahl von Punkten auf K.

Mit k, wird im Folgenden die (bis auf Isomorphie eindeutige) Erweiterung
von k von Grad r bezeichnet. Zu einem Funktionenkorper K sei K, := k, @, K
die (eindeutige) skalare Erweiterung von K von Grad r.

Analog zur Zetafunktion von projektiven Kurven hat auch diese Zetafunktion
eine Produktdarstellung (nach [Gol03] Formel 5.1.1 ):

1
ZK(t) = H 1 — tdeg(P)

PGPK

Im Vergleich mit Lemma 2.46 stellt man also fest, dass die Zetafunktion
einer nichtsinguldren projektiven Kurve V mit der Zetafuntion ihres Funk-
tionenkorpers K iibereinstimmt, denn gem&fl Lemma 2.47 gibt es zwischen
den Primdivisoren der Kurve und den Primdivisoren ihres Funktionenkorpers
eine graderhaltende Bijektion.

Das, was nun iiber die Zetafunktion Zx (t) des Funktionenkorpers K hergelei-
tet wird, lésst sich also auch auf die Zetafunktion Z(V,t) der nichtsingulédren
projektiven Kurve V', deren Funktionenkorper K ist, iibertragen.

Satz 2.51. (nach [Gol03] Theorem 5.1.8. und Corollary 5.2.5.)
Sei K ein Funktionenkdrper von Geschlecht g iiber einem endlichen Kdrper
k der Ordnung q. Dann gilt

LK(t>
I=t)(1—qt) "
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wobei
29

Li(t) =[]0 - ast)

=1

fiir algebraische Zahlen {oy, ..., asg} mit azng_ip1 = q fir 1 <i<g.

Riemannsche Vermutung. Die Riemannsche Vermutung fiir die Zeta-
funktion eines Funktionenkorpers K besagt, dass alle Nullstellen von Zx ()
Betrag ¢ /2 haben, was gleichbedeutend dazu ist, dass die im Zahler der
Zetafunktion auftauchenden o; von Betrag ¢'/? sind.

Korollar 2.52. (nach [Gol03] Corollary 5.3.1.)
Die Riemannsche Vermutung gilt fiir K genau dann, wenn sie fiir eine skalare
Erweiterung K,, qilt.

Satz 2.53. (nach [Gol03] Theorem 5.3.4.)
Sei K ein Funktionenkdrper von Geschlecht g iber einem endlichen Kdrper
k der Ordnung q und sei

29

Lic(t) = [J(1 = ait).

i=1
Dann qilt
Z5(t) 1 q 2 Q; =
Lk(t) = 7o) 1-1 + 7 mprie Z ol Zbr(n+ ",

i=1 n=0

29
wobei b (n) = ak, (1) =1+¢" — > ol
i=1

Korollar 2.54. (nach [Gol03] Corollary 5.5.5.)
Mt der oben eingefiihrten Notation sind die folgenden Behauptungen dqui-
valent:

1. |oy| = ¢'? fiir alle i.

2. Es gibt Konstanten Cy,C; € R so dass |ag, (1) — ¢*| < Co + C1q™? fiir
fast alle positiven ganzen Zahlen n.

Es geniigt also, die Giiltigkeit der Abschétzung in Punkt zwei zu zeigen, dann
kann die Riemannsche Vermutung fiir die Zetafunktion von nichtsinguléren
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projektiven Kurven bzw. ihren Funktionenkorpern (Satz von Weil 2.59) ge-
folgert werden. Dazu sollen nun zwei Lemmata hergeleitet werden.

Sei k der (bis auf Isomorphie eindeutige) algebraische Abschluss von k. Nach
Lemma 2.27 ist K := k ®;, K ein Funktionenkorper mit Konstantenkorper k.
Nach Theorem 2.28 konnen die Punkte von K, := k, @, K, mit den Punkten
von I, die iiber k, definiert sind, identifiziert werden.

Definition 2.55. Frobeniusabbildung

Sei ¢ die Ordnung von k, fo : K — K : x + 2% die ¢—te Potenzabbildung
und f = fx = 1@ fo : K — K. Diese Abbildung f ist ein Automorphismus
von K und konstant auf den Skalaren in k. Sie heiit Frobeniusabbildunyg.

Erweitert man die Skalare zu k,, so ist I, = K, die Frobeniusabbildung
jedoch wird zu §".

Da f € Autg(K), wirkt f wie in Definition 2.30 beschrieben auf den Punkten
von K durch Q — Q'.

Lemma 2.56. (nach [Gol03] Lemma 5.5.6.)
Sei f = fx die Frobeniusabbildung und sei ) € Pw. Es ist genau dann Q' = Q,
wenn @ tiber k definiert ist, das heifst, wenn QQ N K ein Punkt von K 1ist.

Sei nun K'/k eine endliche Erweiterung von K/k. Es gibt eine natiirliche
Inklusion K — K'. Da fx+ auf den Skalaren die Identi_tét und eingeschrankt
auf K’ die g—te Potenzabbildung ist, stimmt §x: auf K mit fx iiberein.

Sei K'/K auflerdem galoisch. Dann kann jedes o0 € Gal(K'/K) zu einem
Automorphismus 1 ® o von K’ = k @, K’ erweitert werden, der auf K die
Identitiit ist, also 1 @ ¢ € Gal(K'/K). Da die so entstehenden Automor-
phismen alle verschieden sind, folgt |K' : K| < |Gal(K'/K)| < |K' : K|.
Andererseits gilt |[K” : K| < |K': K|, denn falls uy,...,u, eine K-Basis von
K’ ist, spannt 1 @ uy,...,1 ®u, den K-Vektorraum K’ auf. Es folgt also
K" K| =|K": K|

Da einerseits |Gal(K'/K)| < |[K' : K| < |K' : K| = |Gal(K'/K)|, anderer-
seits die Abbildung o — 1 @ ¢ injektiv ist, ist sie sogar ein Isomorphismus
zwischen Gal(K'/K) und Gal(K'/K). Auf diese Weise konnen alle Grup-

pen Gal(K!/K,) miteinander identifiziert werden. Die Erweiterung K'/K
ist galoisch.

Sei nun n eine positive ganze Zahl und @ ein Punkt von K, so dass P = QNK
ein Punkt und iiber k,, definiert ist. Im Allgemeinen muss () selbst aber nicht
iber k,, definiert sein. Ist das so, und ist f = i die Frobeniusabbildung, so
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ist @ wieder ein anderer Punkt von K’, der aber dasselbe P teilt. Nach
Theorem 2.31 gibt es dann aber ein ¢ € Gal(K'/K), so dass Q" = Q°.

Dieses o nennen wir die Frobeniussubstitution im Punkt ). Es hdngt von der
Wahl von n ab.

Nun sollen alle Punkte von K’, die iiber irgendeinem k,-rationalen Punkt
von K liegen, gezihlt werden, und zwar in Abhéngigkeit von der Frobenius-
substitution, zu der sie gehoren. Da der Grundkérper k algebraisch abge-
schlossen ist, sind alle Primdivisoren von A’ und K Punkte.

Seien also Funktionenkdrper K'/k 2 K/k mit der Frobeniusabbildung
f € Autgz(K’) sowie ein Automorphismus 0 € G = Gal(K'/K) gegeben.
Dann sei

P, (K'/K,0) :={Q € P= | e(QIQNK)=1 und Q" =Q"}.

Falls @ € P, (K'/K, o) fiir irgendein o, so ist Q N K nach Lemma 2.56 {iber
k, definiert, denn o lisst K fest und Q™ = Q°, folglich ist (QNK)" = QNK.

Da nur endlich viele Punkte von K iiber k, definiert sind, sind die Men-
gen P, (K'/K, o) endlich, disjunkt und ihre Vereinigung ist die Menge aller
Punkte @ € Py, fiir die @ N K {ber k, definiert und {iber K’ unverzweigt
ist.

Sei nun p, (K'/K,0) := |P,(K'/K, o)|. Nach Theorem 2.32 haben alle Punkte
() € Py, die einen gegebenen Punkt P € P teilen, den gleichen Verzwei-
gungsindex. Ist also eines dieser () unverzweigt, so sind auch alle anderen
Punkte von K', die P teilen, unverzweigt. Da k algebraisch abgeschlossen
ist, betrégt die Anzahl dieser Punkte folglich nach Satz 2.22 |K' : K|.

Die Gesamtzahl der Punkte P € P, die in K’ verzweigt sind, ist nach Satz
2.23 endlich, unabhéngig davon, iiber welcher Erweiterung von £ sie definiert
sind. Es folgt also

1> pu(K'/K,0)— |K': K

ceG

ag, (1)) < C

fiir eine von n unabhéngige Konstante C’. Damit ist das folgende Lemma
bewiesen:

Lemma 2.57. (nach [Gol03] Lemma 5.5.7.)
Es gibt eine Konstante C', die nicht von n abhdingt, so dass

1

(1) = =
|a1n(> |G|

Y malK'/K, o) < C.

oceG
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Lemma 2.58. (nach [Gol03] Lemma 5.5.8.)
Sei g := grr das Geschlecht des Funktionenkdrpers K'. Falls q die Ordnung
von k ist und ¢ = p*" > 4g*(g — 1)? ist, dann gilt

Pm(K'/K,0) <1+ q™ +2g¢™"?

fiir alle o € G und alle positiven ganzen Zahlen m.

Beweis. Sei 0 € (G, m eine positive ganze Zahl, | = fx+ die Frobenius-
abbildung und 7 := "¢ !. Dann ist P, (K'/K, o) gerade die Menge der
Fixpunkte von 7 auf Pz, die {iber K unverzweigt sind. Es gilt aufierdem
T(K') = K" und 7(P) C K" Daher folgt aus 7(P) C 7 schon 7(P) C P2
Jeder Fixpunkt ist also ein starker Fixpunkt. Um p,,,(K'/K, o) abzuschétzen,
geniigt es daher, die Anzahl der starken Fixpunkte von 7 abzuschétzen. Dafiir
nutzen wir Satz 2.49. Es ist deg(7) = ¢, wir wihlen

n=q""?>4g"(¢ - 1))"? = 2¢°(g - 1))" > ¢

und erhalten, dass 7 hochstens

m 2 2
m o om2 4 20°(g—1) m o oompe., 29°(g—1)
L+q¢™+(q +qm/2)g+ O =1+q¢"+2 g+7qm/2
Fixpunkte hat. Der letzte Term % verschwindet, falls ¢ = 1 ist. Fiir

g>1ist (2¢°(g — 1))™ > 2¢*(g — 1) und damit

(29%(g — 1)) - 29°(g — 1)

1> qm/2 qm/2

und daher folgt nun insgesamt
pm(K' /K, 0) <1+ ¢™+29¢™* O

Theorem 2.59. (Weil) (nach [Gol03] Theorem 5.3.9.)

Sei K ein Funktionenkorper iber einem endlichen Kdrper k der Ordnung q
und sei Li(t) = [122,(1 — ayt) der Zihler seiner Zetafunktion.

Dann gilt |oy| = ¢'/? fiir alle i.

Beweis. Zunichst sei © € K so gewihlt, dass K/k(x) separabel ist (siehe
2.21). Falls die Erweiterung K/k(x) nicht normal ist, wihle eine galoische
Erweiterung K C K’. Moglicherweise ist der Konstantenkorper &' von K’
eine endliche Erweiterung von k, doch Korollar 2.52 sei Dank, kann £ falls
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notig zu k' erweitert werden und die Bezeichnung soweit gedndert werden,
dass k' = k angenommen werden darf. Aus dem gleichen Grund kann auch
angenommen werden, dass ¢ grof§ genug ist, um die Bedingung von Lemma
2.58 zu erfiillen.

Sei nun G := Gal(K'/k(x)) die Galoisgruppe der galoischen Erweiterung
K'/k(z). Wie aus der Algebra bekannt, ist K" auch tiber dem Zwischenkorper
K galoisch. Die zugehorige Galoisgruppe sei H := Gal(K'/K). Wird nun
Lemma 2.57 auf beide Erweiterungen angewandt, so ergeben sich folgende
Abschétzungen:

Gk a) (1) — ﬁ S palK (), 0)| < C 1)
ax, (1) - ﬁ S p(K'/K,0)| < Cy 2)

Es gilt |ag, ) (1)] = ¢" + 1. Ungleichung (1) besagt also, dass p,(K'/k(x),0)
im Durchschnitt fiir alle o etwa ¢™ ist. Sei nun ¢ das Geschlecht von K’ und
d=|K": k(z)| = |G|. Aus Lemma 2.58 folgt fiir ein beliebiges o € G:

pn(l(l/k(l')v o) +(d—-1(¢"+1+ 29qn/2) > an(Kl/k(I), 7)

TG

Und mit obiger Abschitzung (1) ergibt sich

S pa(K k(). 7) = d(g" +1 - C),

TEG

woraus zusammen folgt
pn(K'JE(x),0) > ¢" — (d — 1)(1 4 29¢™?) +d — dC.
Nun gilt also einerseits
¢" = pa((K'[k(2),0) < Ay + Big"?,
andererseits liefert 2.58 auch die Abschétzung
pu((K'[k(x),0) — ¢" < 14 2¢¢"?,
es gilt also insgesamt

pn((K'[E(2),0) = ¢"| < A+ Bq"?,
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wobei die Konstanten A und B nicht von n abhéngen.

Nun sind fiir o € H die Mengen P, (K'/k(x),0) und P,(K'/K, o) im We-
sentlichen dieselben. Denn beide Male werden Punkte von K’ gezihlt, in
P,(K'/k(x),0) die, die iiber k(z) unverzweigt sind, in P, (K'/K, o) solche,
die {iber K unverzweigt sind. Sie unterscheiden sich aber nur um eine end-
liche (von n unabhiingige) Zahl von Punkten, nimlich denen, die iiber K

unverzweigt, aber tiber k() verzweigt sind.

Nun folgt aus den obigen Ungleichungen, dass es von n unabhingige Kon-
stanten A" und B’ gibt, fiir die gilt

ja, (1) = ¢"| < A"+ B'q"?

und das gilt fiir alle n, also ist die Aussage zwei von Korollar 2.54 bewiesen
und der Satz kann gefolgert werden. [J

Korollar 2.60. Mit Satz 2.51 folgt nun aus oy - ey i1 = q unmattelbar
a; = Qag_itr1. Damit ergibt sich die folgende Darstellung fiir die Zetafunktion:

[T(1 = ast)(1 — awit)

-0 g0

Z[((t) — =1
Korollar 2.61. (Weil) (nach [Gol03] Corollary 5.3.13.)
Sei K /k ein Funktionenkérper von Geschlecht g iiber einem endlichen Kdrper
k der Ordnung q. Dann gilt die Abschditzung

lag (1) —q—1| < 2gq1/2.

29
Beweis. Nach Theorem 2.53 ist (fiir n = 1) ax(1) =1+¢— > oy, daher ist
i=1

29

lag (1) —¢—1] < |Zoéi| < 29¢"°.
i=1

O

Aus dem Satz von Weil ergibt sich also eine Abschétzung fiir die Hochstanzahl
der Punkte eines Funktionenkdérpers:

ag(l) <29¢'"* +q+1
Nach der in Abschnitt 2.4 erlauterten bijektiven Entsprechung zwischen Punk-

ten einer nichtsinguldren projektiven Kurve und Punkten ihres Funktionen-
korpers gilt diese Abschétzung auch fiir nichtsinguldre projektive Kurven.

22



Als letzte Folgerung aus dem Satz von Weil steht nun das folgende Korollar,
das die beiden Darstellungen der Zetafunktion 2.43 und 2.60 in Verbindung
bringt:

Korollar 2.62. Sei X eine nichtsingulire projektive Kurve von Geschlecht
g tiber einem Kdrper k mit q Elementen, die N, Punkten itiber dem FEr-
weiterungskorper k,, besitzt. Hat die Zetafunktion von X die Darstellung

2_12[1(1 —ait)(1 —mit)
0=

so qilt fiir alle n
9

No=q"+1=) (af +7").
i=1

Beweis: Betrachtet man die logarithmische Ableitung der Zetafunktion in
der oben angegebenen Form, so erhélt man

Zl(t) —Q) J —al 1 q
Z(t) _Zl—alt+zl—alt+1—t+1—qt
=1 =1

Multipliziert man beide Seiten mit ¢ und wendet die geometrische Reihe
o0

> (at)" = %= an, so ergibt sich die folgende Potzenreihendarstellung:
n=1

g g

tg(g) = z;(—;:a;’ —~ ;a? + 14"t

n—=

Aus der Definition der Zetafunktion Z(t) = exp(Y_ Y1) erhilt man

n

n=1
tZ(1) 3 matt
iz 0 S
Z(t) Z(t) —
Vergleicht man nun die Koeffizienten von ", so kann man den Beweis be-
schliefen:
9 9
No==> a=> al+1+¢"
i=1 i=1
O
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3 Die Idee

Die Abschétzung fiir die Anzahl von Punkten einer nichtsinguléren pro-
jektiven Kurve, die im vorigen Abschnitt vorgestellt wurde, ist zwar allge-
meingiiltig, doch dafiir auch nicht sehr scharf. Es gibt zwar noch eine etwas
verbesserte Version dieser allgemeingiiltigen Abschétzung nach Serre [Ser83],
doch liegt auch diese in vielen Beispielen noch weit jenseits der Punktanzahl
von tatséchlich gefundenen Kurven.

Es interessiert daher, wie sich diese oberen Grenzen in Einzelfillen noch
weiter verbessern lassen. Kristin Lauter beschreibt in [Lau00] eine Methode
zur Ermittlung besserer oberer Schranken, die hier vorgestellt werden soll.

Sei X eine nichtsinguldre projektive Kurve von Geschlecht g iiber £ = I, mit
N, Punkten iiber dem Erweiterungskérper k, = F;.. Fiir die Zetafunktion
der Kurve X gilt:

i o h)
Z(X,t) = eap(d Na) = (1 —t)(1 —qt)

n>1

Hierbei faktorisiert sich das Polynom h(t) nach Korollar 2.60 wie folgt:

9

() = [ 10— ast)(1 — )

=1

Aus dem Satz von Weil folgt, dass die komplexen Zahlen «; sich auf einem
Kreis mit Radius /g um die Null befinden. Aus h(t) lédsst sich ein weiteres
Polynom bilden, das im Folgenden als Zetapolynom bezeichnet werden soll.

F(T):=][(T—uw), w=a+a;

i=1

Die Nullstellen des Zetapolynoms F(T') sind also reell und liegen im Inter-
vall [—2,/q,2,/q]. Letzteres folgt aus a;@; = ¢ . Das gleiche gilt auch fiir
Nullstellen beliebiger Ableitungen dieses Polynoms, denn nach dem Satz von
Rolle hat die Ableitung zwischen je zwei unterschiedlichen Nullstellen wieder
eine Nullstelle. Hat das Polynom mehrfache Nullstellen, so verschwindet an
diesen auch die Ableitung. Insgesamt sind also auch die Nullstellen der Ab-
leitung (und damit jeder beliebigen Ableitung) des Polynoms reell und liegen
im Intervall [~2,/q,2,/q]. Siehe dazu auch Satz 4.3.
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Falls alle Nullstellen reell sind und im Intervall [-2, /g, 2,/q] liegen, wollen wir
sie zuldssig nennen und sagen, das Zetapolynom erfiille das Nullstellen-
kriterium.

Diese Eigenschaft schriankt die mogliche Gestalt des Zetapolynoms zu gege-
benen Daten (g, ¢, N1) schon erheblich ein. Im folgenden Abschnitt wird ein
Algorithmus beschrieben, mit dem alle méglichen Zetapolynome zu (g, ¢, Ny)
gefunden werden koénnen.

Eine weitere Eigenschaft des Zetapolynoms einer Kurve beschreibt das Re-
sultantenkriterium.

Definition 3.1. Resultante (nach [Lan02] IV. $8, Proposition 8.3)

Fiir zwei Polynome p(z) = [[(x — ax) und ¢(z) = [[(z — ;) ist die
f=1 j=1

Res(p,q) = [[ [T (ox — 5)-

k=1j=1

Resultante

Satz 3.2. Resultantenkriterium (aus [Lau00] Lemma 1)
Seir X eine nichtsingulire projektive Kurve und ihr Zetapolynom

g
F(T) = H(T — u;) mit  u; = o + Q.

=1

Dann kann F(T) dber Z[T] nicht in nichtkonstante Polynome r und s fak-
torisiert werden, F(T) = r(T)s(T), so dass ihre Resultante Res(r,s) = %1
ist.

Lésst sich also ein gefundenes Zetapolynom, das das Nullstellenkriterium
erfiillt, so zerlegen, dass die Faktoren Resultante 1 haben, kann das Zetapo-
lynom nicht zur gesuchten Kurve gehoren, denn es erfiillt das Resultanten-
kriterium nicht.

Gibt es zu gegebenen Daten (g, ¢, N7) kein Zetapolynom, das das Nullstellen-
und das Resultantenkriterium erfiillt, so kann es auch keine Kurve zu diesen
Daten geben. Das ist die Grundidee, auf die der im Folgenden beschriebene
Algorithmus aufbaut.
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4 Der Algorithmus

4.1 Eigenschaften des Zetapolynoms

Die hier zu untersuchende Frage ist, ob es zu den Daten (g, ¢, N) eine Kurve
gibt, wobei g das Geschlecht der Kurve, ¢ die Ordnung des Korpers und N;
die Anzahl der iiber IF, definierten Punkte auf der Kurve ist.

Gibt es eine solche Kurve, so hat sie ein Zetapolynom F(T'), das sowohl
das Nullstellen- als auch das Resultantenkriterium erfiillt. Es soll nun ein
Algorithmus hergeleitet werden, der entscheidet, ob es zu den Daten (g, ¢, Ny)
ein solches Zetapolynom gibt oder nicht.

Sei X eine nichtsinguldre projektive Kurve von Geschlecht g tiber F, mit IV,
Punkten tiber dem Erweiterungskorper F». Fiir die Zetafunktion der Kurve
X gilt:

101 = ast)(1 — awit)

t" i=1
Z(X.t) = exp(d Nnﬁ T A-01-qt)

n>1

Die Grofle N, héngt mit diesen {o;} zusammen (vgl. Korollar 2.62):

9
No=q"+1=) (o] +a@").

=1

Es gibt eine weitere Darstellung (siehe Lemma 2.45):

Nn = Zdad (3)
dn

wobei a, die Anzahl der Primdivisoren der Kurve von Grad d ist.

Nun wollen wir einen Zusammenhang zwischen dem Zetapolynom

F(T) = [T —w), w=a+a

=1

und den Groflen a, herleiten.
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Ausmultipliziert ist das Polynom

g
F(T)=) bT",
=0

wobei die {b;} die elementarsymmetrischen Polynome in den {w;} sind, der
Leitkoeffizient ist by = 1. Das Ziel ist es, die Koeffizienten dieses Polynoms
in Abhéngigkeit von den {ay} darzustellen.

Dabei verwenden wir die folgenden Polynome:

g
sn:E uy

=1

Diese hingen geméfl den Newtonschen Identitéten ([Bou90] A.IV.70) mit den
elementarsymmetrischen Polynomen zusammen :

biSp1+ 028y 2+ -+ by 15 +nb, = —s, (4)

Sie lassen sich also durch Lésen eines linearen Gleichungssystems aus den
{sn} bestimmen. Die {s, } wiederum héngen mit den {N,,} auf folgende Weise
zusammen:

Sp = Z [(Z) (" +1—=Nyop)] + (Z)qgg falls n gerade (5)
k=0 2
Sn = [(Z) qk(qn_% +1— Nn_gk;)] falls n ungerade (6)
k=0
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Beweis. Sei n gerade.

Sn

" +1—-N,+gq

ME]
R
|3
N—
+
=
ﬂ
N
> 3
N—
i)
el
o
=03
b
=
+
2|
3
b
\5

n_g

n (N n ne
e (n> +> (k>q’“(q 41— Noor)

2 k=0

Sei n ungerade.

Sn

O

=1 =1 k=0
g nT_l n n—1 n
> (ar +at + et (}) + X (amyrta (1)
i=1 k=1 k=ntl
2
n—1
2 n g

"+1—N,+ Z ¢ (k) Z(a?’z’“ +an 2k

k=1 i=1

‘3
W
-

n
( k) ("2 +1— N, o)

=~
Il

0

So lassen sich die {b;} als Polynome in den {ay} ausdriicken. Die Idee des
Algorithmus ist nun, systematisch alle Moglichkeiten fiir die Wahl der {a,}
auszuprobieren, so dass das zugehorige Polynom F(T') ausschliefllich reelle
Nullstellen im Intervall [-2,/g, 2,/q] hat.

Betrachtet man das Polynom F(T') genauer, so beobachtet man folgenden
Zusammenhang zwischen seinen Koeffizienten und den Parametern {a;}:
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Lemma 4.1. Wovon F(T') abhiingt
Fiir alle 1 < k < g gilt:

Ny hingt hichstens von ay, ..., a, ab

Ni, = polynom(ay, ... ,ax_1) + kay

sg hingt héchstens von Ny, ..., Nj ab

sk = polynom(Ny, ..., Nx_1) — Ny

bi. hdngt ab von sy,..., Sk
1
b = polynom(sy,..., Sk 1) — %sk
Der Koeffizient by, hdngt also nur von ay,...,a; ab, wobei gilt:
b = polynom(ay, ... ,ax_1) + ay

Die Giiltigkeit dieser Aussagen ist direkt aus den Gleichungen (3) bis (6)
ersichtlich.

Entsprechende Ergebnisse folgen fiir die Ableitungen von F(T):

Lemma 4.2. Wovon F®*)(T) abhingt
Das Polynom F(T) und seine k-te Ableitung F®)(T) sind

g g—k .
=> bTo Z 7 k_ b T
=0 =0

Also hingen die Koeffizienten von F®)(T) von ay, ..., ag—i, ab und es gilt

F®(T) = polynom(ay, . . . , Ag——1) + k!~ ag_p.

Man kann also durch (g—2)-faches Ableiten von F(T) erreichen, dass F9=2)(T)
nur von a; (das bereits fest gew#hlt ist, denn a; = N;) und von dem noch
unbestimmten a, abhéngt.

Nun werden alle natiirlichen Werte fiir a, bestimmt, so dass F9=2)(T)) zulssi-
ge Nullstellen hat.
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Fiir jede dieser Varianten fiir die Wahl von a, werden darauthin die Mo6glich-
keiten fiir die Wahl von az untersucht, so dass das Polynom F9=3)(T) (wel-
ches von aj, ay und az abhéngt) zulidssige Nullstellen hat.

Auf diese Weise kann die Suche fortgesetzt werden, so dass alle Losungen fiir
as, ...,a, gefunden werden, fiir die F/(T') zuldssige Nullstellen hat.

4.2 Wahl der Parameter des Zetapolynoms

Bisher wurde noch nicht nédher erldutert, wie die Bestimmung aller natiirli-
chen Werte fiir a;, fiir die F~)(T) zulissige Nullstellen hat, erfolgt, oder
allgemeiner ausgedriickt, wie der konstante Term eines gegebenen Polynoms
gewdhlt werden muss, damit es das Nullstellenkriterium erfiillt.

Dazu zunéchst einige Vorbemerkungen zu Polynomen:

Satz 4.3. Sei c(x) ein reelles Polynom von Grad n mit n reellen Nullstellen
ar < ag < --- < ay. Dann gilt:

1. Zwischen je zwei benachbarten Nullstellen o, a; 11 gibt es einen kriti-
schen Punkt (d.h. die erste Ableitung verschwindet dort).

2. ¢(x) hat n — 1 kritische Punkte.

3. Zwischen je zwer benachbarten kritischen Punkten gibt es eine Null-
stelle.

Beweis. Die erste Behauptung folgt fiir o; < a1 durch den Satz von Rolle
aus der Analysis. Falls a; = a1, liegt eine doppelte Nullstelle vor und auch
die Ableitung ¢ verschwindet dort. Die zweite und dritte Behauptung folgen
unmittelbar daraus. [J

Gegeben sei nun ein Polynom ¢(z) von mindestens Grad 2. Gesucht werden
alle natiirlichen Zahlen r, fiir die das Polynom c(x) + r zuléssige Nullstellen
hat.

Das Polynom ¢(x) wird nun einer genauen Untersuchung unterzogen. Es liegt
einer der folgenden vier Félle vor:

1. Es gibt einen kritischen Punkt P, wo auch ¢’ Null wird.
Der kritische Punkt ist eine mehrfache Nullstelle von ¢/, also muss nach

dem vorangehenden Satz (Punkt 3) dort auch eine Nullstelle von ¢
vorliegen. Wahle r = —¢(P), falls —¢(P) € N ist.
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2. Es gibt keinen kritischen Punkt, wo auch ¢ Null wird.

(a) Es gibt einen Tiefpunkt TP, aber keinen Hochpunkt.
Falls mo6glich, muss r so in Ny gewdhlt werden, dass der Tiefpunkt
nicht oberhalb der x—Achse liegt. Wihle also 0 < r < —¢(T'P).

(b) Es gibt einen Hochpunkt H P, aber keinen Tiefpunkt.
Der Hochpunkt darf nicht unterhalb der x-Achse liegen, entspre-
chend ist r € Ny zu wihlen: r > —c(HP).

(c) Es gibt Hoch- und Tiefpunkte.
Diesmal ist r € Ny so zu wihlen, dass die x—Achse zwischen dem
grofSten Tiefpunkt 7P und dem kleinsten Hochpunkt H P verlauft:
—c¢(HP) <r < —¢(TP).

Jedesmal muss nach der Wahl eines r, das die obigen Bedingungen erfiillt,
tiberpriift werden, ob die Nullstellen von ¢(x) + r wirklich zuldssig sind.

4.3 Uberpriifung der Zulissigkeit der Nullstellen

Im Laufe der Implementierung stellte sich heraus, dass die Suche der Null-
stellen bei Polynomen mit mehrfachen Nullstellen unstabil und unzuverlassig
ist, wenn sie mit Methoden der Numerik, wie sie beispielsweise roots von
matlab anbietet, durchgefiihrt wird.

Das folgende Vorgehen war jedoch erfolgreich:

Es soll untersucht werden, ob das Polynom P(z) reelle Nullstellen im Intervall
la, b] hat.

1. Berechne Q(z) := m. Das Polynom Q(z) hat die gleichen
Nullstellen wie P(x), jedoch alle mit der Vielfachheit eins. (Dabei tre-
ten keine Rundungsfehler auf, da die Polynome rationale Koeffizienten

haben und pari damit exakt rechnet.)

2. Uberpriife, ob Q(z) im Intervall [a,b] genau deg(Q(x)) reelle Nullstel-
len hat. Dabei wird in der Implementierung die pari-Funktion polsturm
verwendet. Diese Funktion z&hlt Nullstellen eines quadratfreien Poly-
noms (daher ist das Vorgehen in Punkt 1 notig) innerhalb des vorge-
gebenen Intervalls. Sie arbeitet dabei mit Sturmschen Ketten, die auf
dem euklidischen Algorithmus aufbauen. Es werden bestimmte darin
auftretende Polynome an den Intervallgrenzen ausgewertet und Vorzei-
chenwechsel gezdhlt. Das Polynom darf an den Intervallgrenzen nicht
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verschwinden. Deshalb wird das Intervall [a, b] um einen winzigen Be-
trag vergroflert, denn der Algorithmus soll natiirlich auch Zetapolyno-
me finden, die Nullstellen auf den Intervallgrenzen haben.

4.4 Warum der Algorithmus terminiert

Es miissen nur endlich viele Koeffizienten, ndmlich as bis a4, bestimmt wer-
den. Fiir die Wahl des Koeffizienten a; gibt es an jeder Stelle im Algorithmus
nur endlich viele Moglichkeiten, denn im Fall

1. wird tiberhaupt nur ein Wert fiir » ausprobiert;

2. (a) gibt es nur endlich viele natiirliche Zahlen zwischen 0 und —c(T'P);

(b) gibt es zwar unendlich viele natiirliche Zahlen r > —c(HP), aber
die Suche bricht ab, sobald ¢(z) +r mindestens eine seiner beiden
Nullstellen auflerhalb des vorgegebenen Intervalls annimmt, was
nach endlich vielen Schritten der Fall ist;

(c) liegen zwischen —c(H P) und —¢(T P) nur endlich viele natiirliche
Zahlen.

Sobald eine Kombination von Koeffizienten as, ..., a, gefunden ist, fiir die
F(T) zuldssige Nullstellen hat, muss iiberpriift werden, ob F(T') das Re-
sultantenkriterium erfiillt. Dazu wird F(T') zunéchst faktorisiert und dann
wird getestet, ob man die Faktoren so zusammenstellen kann, dass F(T') =
r(T)s(T) mit Resultante Res(r,s) = +1.

Falls das geht, ist F(T') kein Zetapolynom zu den gegebenen Daten. Die
Suche nach Koeffizienten a,, ..., a, wird fortgesetzt.

Falls eine solche Zerlegung nicht moglich ist, ist F/(T') als Zetapolynom zu
einer Kurve der Daten (g, ¢, N = ay) nicht auszuschliefen. Der Algorithmus
endet hier, NV ist die neue obere Schranke.

Wird ein Zetapolynom gefunden, so heifit das nicht, dass eine Kurve da-
zu tatsdchlich existiert. Seine Existenz ist notwendig fiir die Existenz einer
Kurve, aber nicht hinreichend.

Ist die Suche nach Koeffizienten as, ..., a, beendet, ohne dass ein Zetapoly-
nom, das beide Kiterien erfiillt, gefunden wurde, so kann es keine Kurve zu
den Daten (g,q, N = ay) geben. Die obere Schranke N kann also zur neuen
oberen Schranke N — 1 korrigiert werden. Diese obere Schranke kann man
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mit der gleichen Methode iiberpriifen und so die obere Schranke so weit wie
moglich herabsetzten.

4.5 Uberblick iiber die Struktur des Algorithmus
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5 Die Implementierung

5.1 Beschreibung der Funktionen

Der Kern des im vorigen Abschnitt beschriebenen Algotithmus ist die Su-
che nach einem Zetapolynom zu den gegebenen Daten (g,q, N), das so-
wohl das Nullstellenkriterium als auch das Resultantenkriterium erfiillt. Da-
zu wurde ein Programm in der Sprache pari geschrieben. Es gliedert sich in
die Funktionen findzeta, findallsol, computenextcoeff, convert2poly,
zetapoly, singlerestest, resultant und products. Diese Funktionen sol-
len nun erldutert werden.

findzeta(g, q, N, filename)

Die Funktion iiberpriift, ob es zu gegebenen Daten (Geschlecht g, Korper
F,, N = a;) eine Losung fiir as,...,a, gibt, so dass das zugehorige Poly-
nom F'(T') zulissige Nullstellen hat (d.h. alle Nullstellen reell und im Inter-
vall [-2,/7,2,/q]). Gefundene Loésungen werden mit Hilfe des Resultanten-
kriteriums weiter untersucht. Falls die Losung durch das Resultantenkriteri-
um nicht ausgeschlossen werden kann, wird sie in das Dokument filename
geschrieben und findzeta terminiert.

1. Berechne das Polynom F(T) fiir a; = N,a; =0,...,a, =0.

2. Sind die Nullstellen von F¢~1 zulissig?
Falls nein — Abbruch.

3. Rufe findallsol(g,q, N) auf.

4. Gib an, ob eine Losung existiert oder nicht.

findallsol(g.q,a,lim, filename)

Die Koeffizienten aq, ..., a; stehen schon fest und werden in der Variablen a
tibergeben. Die Funktion sucht rekursiv die Lésungen fiir die fehlenden Koef-
fizienten a1, . .., a,. Falls eine Losung gefunden wird, wird das dazugehorige
Zetapolynom berechnet und mit Hilfe von singlerestest wird iiberpriift,
ob es das Resultantenkriterium erfiillt. Wenn das der Fall ist, wird die Lésung
in der Datei filename ausgegeben und findallsol terminiert.

1. Falls [ = g (d.h. alle Koeffizienten sind berechnet):
Losung ausgeben. singlerestest aufrufen. Falls Resultantenkriterium
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nicht erfiillt, kann Losung ausgeschlossen werden. Zuriick zum Aufrufer,
wo die Suche ggf. fortgesetzt wird.

2. Fallsl < g
Es miissen noch Koeffizienten a4, ..., a, bestimmt werden.

Berechne F(T) fiir a, a1 =0,...,a, =0 .

Bestimme F(T)9~=1).
Bem.: diese Ableitung héngt nur von ay, ..., a;4; ab, der konstante
Term ist const + (g — 1 — 1)! - a;1q

Berechne faktor := (g —1— 1)
Rufe R :=computenextcoeff (F(T)9 "t lim, faktor) auf.

In R sind nun alle nichtnegativen Vielfachen von faktor, so dass
F(T)9='=" + r fiir r € R zuléissige Nullstellen hat.

falls R = {}
zuriick. Es gibt keine Lsung.

Bestimme T := { ———|r € R}.
Fir allet € T :

Rufe findallsol(y,gq,[a,t]) auf (Rekursion!)
Falls eine Losung gefunden wurde, beende die Suche.

Gib die Anzahl gefundener Losungen (0 oder 1) zuriick.

computenextcoeff (¢(x), lim, faktor)

Diese Funktion berechnet fiir ein Polynom ¢(x) von Grad n > 2 die Menge R
aller natiirlichen Zahlen r, die durch faktor teilbar sind und fiir die ¢(z) + r
zuldssige Nullstellen (d.h. reell und im Intervall [—lim,lim]) hat.

1. Fall 1: ¢/(x) hat eine mehrfache Nullstelle (ggt(c’, ") # 1).

(a)
(b)

Wiihle eine solche mehrfache Nullstelle o aus. ¢(x) muss auch in
a Null werden. Setze also r := —c(«).

Ist r € Ny und durch faktor teilbar und sind die Nullstellen von
c(x) + r zuldssig? Dann R := {r}, sonst R := {}.

2. Fir Fall 2 (a) bis (¢): Suche die Hoch- und Tiefpunkte von ¢(x), den
kleinsten Hochpunkt H P und den gréfiten Tiefpunkt T'P.

3. Fall 2 (a): Es gibt einen Tiefpunkt TP, aber keinen Hochpunkt.
Bem.: ¢(x) ist eine nach oben getffnete Parabel.
R :={reNy| r < —¢(TP), faktor|r, NS von ¢(x) + r sind zuléssig }
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4. Fall 2 (b): Es gibt einen Hochpunkt H P, aber keinen Tiefpunkt.
Bem.: ¢(x) ist eine nach unten gedffnete Parabel.
R :={r e Ny|r > —c(HP), faktor|r, NS von ¢(x) + r sind zuléssig }

5. Fall 2 (¢): Es gibt Hochpunkt H P und Tiefpunkt TP.
Bem.: In Frage kommen alle natiirlichen Vielfachen von faktor, die
zwischen —¢(HP) und —c¢(T'P) liegen.
R = {r € Ny| — c(HP) < r < —c¢(TP), faktor|r, NS von c(x) + r
zuldssig}.

6. Gib Losungsmenge R zuriick.

convert2poly(c)

Hilfsfunktion, die einen Vektor ¢ von Koeffizienten in ein Polynom in der
symbolischen Variablen x umwandelt.

zetapoly (g, q,a)

Berechnet in Abhédngigkeit von g, ¢ und ay bis a, die Koeffizienten by bis b,
des Zetapolynoms F(T).

1. Fire=1,...,9:

NZ' = Z dad
dli

n n\ =
s, 1= Z [(k) (41— Nn,%)] + (Q>q2g falls n gerade

2

s, 1= Z[(Z) (41— Nn,%)] falls n ungerade
k=0

3. Losen des Gleichungssystems

1 0 0 0 0 bl —351
s 2 0 0 0l | o, —59
S9 S1 3 0 0 b3 —S3
S3 S92 S1 4 0 b4 - —Sy
Sg-1 S3 Sy ST ¢ by —5g
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4.
d.

Der Leitkoeffizient ist by := 1

Riickgabe von by, by, ..., b,

Die drei folgenden Funktionen werden zur Uberpriifung des Resultantenkri-
teriums benotigt.

singlerestest (v, filename)

Diese Funktion stellt fest, ob das Polynom v(x) so in Faktoren r(x) - s(x)
zerlegt werden kann, dass die Resultante Res(r,s) = £1 ist.

1.
2.

Faktorisiere v(x) in ein Produkt irreduzibler Polynome
Fall 1: v(x) ist irreduzibel, es muss als Losung akzeptiert werden.

Fall 2: v(x) ist reduzibel und hat nur zwei unterschiedliche irreduzible
Faktoren r(x), s(x):

Uberpriife, ob resultant(r,s) = £1.

Falls ja ist v(x) keine Losung, falls nein, ist es eine Losung.

Fall 3: v(x) ist reduzibel und hat mehr als zwei unterschiedliche irre-
duzible Faktoren. Dann gibt es mehrere Moglichkeiten, v(x) in zwei
Polynome vy (), v2(x) zu faktorisieren, so dass resultant(vy,vy) # 0.
Alle diese Aufteilungen findet die Funktion products.

Fiir jede solche Faktorisierung muss nun iiberpriift werden, ob
resultant(vy, ve) = +1 ist und falls das mindestens einmal der Fall ist,
kann v(z) durch das Resultantenkriterium als Losung ausgeschlossen
werden, andernfalls nicht.

resultant (p, q)

Mit Hilfe dieser Funktion wird die Resultante der beiden nichtkonstanten
Polynome p(z) und ¢(z) berechnet.

1.

2.

Bestimme die Nullstellen von p und ¢. Es gilt nun

n m

ple) =] —a) q(2) = [J(x = b))

i=1 j=1

Die Resultante berechnet sich wie folgt

resultant(p,q) = H H(ai = b))

i=1 j=1
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products (gy,...,gn)

Die Funktion erhélt die Polynome ¢y, ...
bestimmt, diese Polynome in zwei nichtleere Mengen zu partitionieren. Die
Polynome dieser Mengen werden dann zu zwei Produkten zusammengefasst
und in die Spalten der Matrix B geschrieben, so dass fiir alle Spalten £ gilt

9

By,

Die Funktion arbeitet rekursiv.

1.

9.2

Falls n = 2:

5= (5)

—

. Falls n > 2: Rekursiver Aufruf P = <]il> :=products(gs, ..., gn)

P2

Berechne B als

B = (271 * g1 ) g1 >
D2 Do - g1 H?:g gi

. Gib die Losungsmatrix B zuriick

Ubersicht iiber den Aufbau der Funktionen

findzeta(g, q, N, filename)
return(1) falls Losung gefunden wird
return(0) falls es keine Losung gibt

a:=(N,0,0,...,0)

F(T) := convert2poly(zetapoly(g,q,a))
berechne F(9~1)(T)

sind die Nullstellen von FO~Y(T) zulissig?

ja nein

lim:=2-\/q “there is no solution”
findallsol(g,q,a,lim, filename) return(0)

Losung gefunden?

ja nein

“found 1 solution” | “no solution found”

return(1) return(0)
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findallsol(yg,q,a,lim, filename)

return(1) falls Losung gefunden wird
return(0) falls es keine Losung gibt

[ :=length(a)

=g [<g

F(T) = convert2poly(zetapoly(g,q,a))
G := Fl=0(T)

faktor := (g — 1 —1)!

R = computenextcoeff (G, lim, faktor)

Losung a ausgeben

ZP = zetapoly(g,q,a)
F(T) = convert2poly(ZP)
s := singlerestest(F (7))

s=1 s=0 R=1{} R#{}

return(0) | return(1) return(0) | 7 := {—fal:tor r € R}

flirallet €T

f = findallsol(yg,q,
lay, ..., a;t],lim, filename)

f=0]f=1

return(1)

return(0)

computenextcoeff(c(x),lim, faktor)
return(R) R ist die Menge der natiirlichen Vielfachen von faktor,
so dass c(x) + r zuldssige Nullstellen hat

hat ¢/(z) eine mehrfache Nullstelle M?

ja nein
Fall 1 suche Hoch- und Tiefpunkte von ¢(z)
ri=—c(M) H der kleinste Hochpunkt, T" der gréfite Tiefpunkt
gilt r € Ny, Fall 2 (a) Fall 2 (b) Fall 2 (c)
faktor|r, c(x) hat nur T | ¢(x) hat nur H c(x) hat H, T
hat ¢(x) +r firaller e Ny | fiir alle r € Ny fiir alle r € N
zuldssige NS? | mit faktor|r, mit faktor|r, mit faktor|r,
ja nein | r < —¢(7) r>—c(H) —c(H) <,
R={r} | R={} r < —c(T)
hat ¢(z) +r Sjlta;(f) jLNg? hat ¢(z) +r
zuldssige NS? ARIEE N0 zulissige NS?
ja nein . JSR rn;n;% ja nein
reR|r¢R return(R) reR|r¢R
return(R)
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zetapoly(g, q,a)

berechne Ny,..., Ny aus ay, ..., a4

Ni == Zdad

dli

berechne sq,...,s, aus ¢, Ny, ..., N

16se
1 0 0 0 0 b1 —S1
S1 2 0 0 0 b2 —S9
S9 S1 3 0 0 b3 —S3
S3  S9 § 4 0 by | = | —s4

Sg—1 '+ S3 S2 51 (¢ by —5g
return(by = 1,by,...,by)

singlerestest(v(x))
return(1): v(x) ist keine giiltige Losung
return(0): v(x) ist giiltige Losung

o
o

~ ——

faktorisiere v(x)
(v(x) = fi*(x) - fs?(x) -~ fer(x) 5 f; irreduzibles Polynom)

n=1 n=2 n>2

return(0) | r:=resultant(f, f2) | P:=products(f{*(z),..., fc*(x))

r:=resultant(P,;, P»;)
return(1) | return(0) || r # +1 | r = +1
return(1)

r==l1 r# +1 fiir alle Spalten von P: 1 =1,2,3,...

return(0)

resultant(p(x),q(x))
Nullstellen bestimmen:
a := polroots(p(x))
b := polroots(q(x))
length(a) length(b)
ri= H H (ai — b]>
=1 7=1
return(r)
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products(gi, ..., gn)
B = <gl> P = <]il> = products(gg, - ,gn)
g2 P2
g D g1
B = — = =
D2 progr g
=2

return(B) | return(B)

Abbildung 1: Diagramm der Funktionsaufrufe
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6 Ergebnisse

Die folgenden Tabellen enthalten Abschiatzungen fiir die maximale Anzahl
von Punkten auf nichtsinguléren projektiven Kurven tiber endlichen Kérpern.
Dabei werden die Ergebnisse dieser Arbeit bereits bekannten Abschétzungen
gegeniibergestellt.

In Tabelle 1 geht es um Kurven iiber Koérpern der Charakteristik 2. Es wurden
Korper der Ordnung ¢ € {2,4,8,16,32, 64,128} betrachtet. In Tabelle 2 sind
es die Korper der Charakteristik 3 mit Ordnung ¢ € {3,9,27,81,243}. Um
andere Charakteristiken ¢ € {5,7,11,13,17} geht es in Tabelle 3. Die jeweils
betrachtete Ordnung findet sich am Kopf der Spalte.

Das Geschlecht g der untersuchten Kurven reicht von 1 bis 40. Zu jedem
Geschlecht gehoren zwei bzw. drei Zeilen der Tabelle. Die erste Zeile enthélt
die oberen Grenzen, die sich aus dem Satz von Weil ableiten lassen (vgl.
Korollar 2.61).

Bei Tabelle 2 und 3 sind in der mittleren Zeile bekannte Intervalle fiir die
Hochstanzahl von Punkten aufgelistet, wie sie in [vdGvdV03] fiir Charak-
teristik 2 und 3 gesammelt sind. Die unteren Intervallgrenzen sind im We-
sentlichen durch die Konstruktion von Kurven entstanden. Im Rahmen dieser
Arbeit liegt das Augenmerk jedoch auf den Obergrenzen. Wenn in der Tabelle
anstelle eines Intervalls nur ein Wert steht, bedeutet das, dass die Hochstzahl
von Punkten auf Kurven dieser Daten bekannt ist.

Die untere Zeile schliefllich fasst die Ergebnisse dieser Diplomarbeit zusam-
men. Der erlduterte Algorithmus wurde wie beschrieben implementiert und
auf die in diesen Tabellen aufgelisteten Fille angewandt. Zur Ermittlung der
dargestellten Ergebnisse war bei vielen Beispielen ein nicht unerheblicher Re-
chenaufwand erforderlich. Daher konnten nicht bei allen untersuchten Féillen
die gestarteten Rechnungen bis zum Ende ausgefiihrt werden.

In den Tabellen sind durch Fettdruck gekennzeichnete Ergebnisse Verbes-
serungen der bisher bekannten Grenzen. Das heiflt, in diesen Féllen wurde
entweder eine bei [vdGvdV03] veroffentlichte Grenze gesenkt, oder es wurde,
falls dort nichts angegeben ist, die Weilschranke unterboten.

Ein * kennzeichnet giiltige Obergrenzen, die jedoch unter Umstédnden nicht
das jeweils beste Ergebnis sind, das mit der hier vorgestellten Methode er-
reicht werden kann. Es sind Zwischenergebnisse nicht beendeter Rechnungen.
Das bedeutet, dass kein Zetapolynom zu den gegebenen Daten gefunden wur-
de, die Suche aber aus Zeitgriinden nicht beendet werden konnte.
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Tabelle 1: Obergrenzen fiir Kurven mit Korpercharakteristik 2

g\ q 2 4 8 16 32 64 128
5 9 14 25 44 81 151
1 ) 9 14 25 44 81 150
bt 9 14 25 44 81 151
8 13 20 33 95 97 174
2 6 10 18 33 53 97 172
6 11 19 33 95 97 173
11 17 25 41 66 113 196
3 7 14 24 38 64 113 192
7 14 24 41 66 113 195
14 21 31 49 78 129 219
4 8 15 25 45 71-74 129 215
8 15 29 49 7 129 217
17 25 37 o7 89 145 242

> 9 17 1 29-30 | 49-53 83-85 | 132-145 | 227-234
9 18 32 o7 88 145 239
19 29 42 65 100 161 264

6 10 20 33-35 65 86-96 161 243-258
10 20 35 65 99 161 261
22 33 48 73 112 177 287

7 10 21-22 | 34-38 | 63-69 | 98-107 177 258-283
10 22 39 70 110 177 283
25 37 54 81 123 193 310

8 11 21-24 | 34-42 | 61-75 | 97-118 | 169-193 | 257-302
11 24 42 75 121 193 305
28 41 59 89 134 209 332

9 12 26 45 72-81 | 108-128 209 288-322
12 26 46 81 132 209 327
31 45 65 97 146 225 355

10 13 27 | 4249 | 81-87 | 113-139 225 289-345
13 28 50 87 143 225 349
34 49 71 105 157 241 377

11 14 | 26-29 | 48-53 | 80-91 | 120-150 | 201-236

14 29 53 92 154 241 371
36 53 76 113 168 257 400

12 14-15 | 29-31 | 49-57 | 83-97 | 129-161 257 321-388
15 31% o7 97 165 257 393
39 o7 82 121 180 273 423

13 15 33 56-61 | 97-102 | 129-172 | 225-268

15% 33* 61 102 176 273 415
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g\ q 2 4 8 16 32 64 128

42 61 88 129 191 289 445
14 15-16 | 32-35 65 97-107 | 146-183 | 241-284 | 353-437

16* 35% 65 107 187 289 437

45 65 93 137 202 305 468
15 17 | 33-37 | 57-67 | 98-113 | 158-194 | 258-300 | 386-455

18%* 37* 67 113 196 305 459

48 69 99 145 214 321 491
16 17-18 | 36-38 | 56-71 | 95-118 | 147-204 | 267-316

19* 39* 71 118 204 321 481

51 73 105 153 225 337 513
17 17-18 40 63-74 | 112-124 | 154-212

20* 41* 74 123 212 337 503

53 7 110 161 236 353 536
18 18-19 | 41-42 | 65-77 | 113-129 | 161-220 | 281-348

21* 42% TT* 129 220 353 525

56 81 116 169 247 369 958
19 20 | 37-43 | 60-80 | 129-134 | 172-228 | 315-364

22% 44%* 80* 134 228 369 547

59 85 122 177 259 385 581
20 19-21 | 40-45 | 68-83 | 127-140 | 177-236 | 297-380

23* 46* 83* 139 236 385 569

62 89 127 185 270 401 604
21 21 41-47 | 72-86 | 129-145 | 185-244 | 281-396

24* 48%* 86* 145 243 401 591*

65 93 133 193 281 417 626
22 21-22 | 42-48 | 74-89 | 129-150 321-412

25% 49* 89* 150 251 417 613*

68 97 139 201 293 433 649
23 22-23 | 45-50 | 68-92 | 126-155

26* 51* 93* 155 259 433 636*

70 101 144 209 304 449 672
24 21-23 | 49-52 | 81-95 | 129-161 | 225-267 | 337-444 | 513-653

28%* 53* 96* 161 267 449 659*

73 105 150 217 315 465 694
25 24 | 51-53 | 86-97 | 144-166 335-460

29%* 55* 99* 165 274 465 681%*

76 109 156 225 327 481 717
26 24-25 %) 82-100 | 150-171 385-476

30* 56* 102* 171 282 481 704%*

79 113 161 233 338 497 739
27 24-25 | 50-56 | 96-103 | 145-176 | 213-290 | 401-492

31* 58%* 105% 176 290 497 726*
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g\ q 2 4 8 16 32 64 128

82 117 167 241 349 513 762
28 25-26 | 53-58 | 97-106 | 145-181 | 257-298 013 oTT-745

33* 60* 108* 181 298 513 749%*

85 121 173 249 361 529 785
29 25-27 | 52-60 | 97-109 | 161-187 | 227-306

34% 61* 111* 186 305 524 TT2*

87 125 178 257 372 545 807
30 25-27 | 53-61 | 96-112 | 162-192 | 273-313 | 401-536 | 609-784

35% 63* 114%* 191 313 535 795%

90 129 184 265 383 561 830
31 27-28 | 60-63 | 89-115 | 165-197 386-547 | 578-807

36* 65* 117* 196 321 547 818*

93 133 190 273 395 LY 853
32 26-29 | 57-65 | 90-118

37* 67* 121%* 202 328 558%* 841%*

96 137 195 281 406 593 875
33 28-29 | 65-66 | 97-121 | 193-207

39% 69* 124%* 207 336* 570 864*

99 141 201 289 417 609 898
34 27-30 | 65-68 | 98-124 | 183-213 447-582

40* T1* 127* 212 344 581* 886*

101 145 206 297 428 625 920
35 29-31 | 64-69 | 112-127 253-352

41* 73* 130* 217 351 593 908*

104 149 212 305 440 641 943
36 30-31 | 64-71 | 107-130 | 185-223 441-604

42% 75% 133* 222 359 605 932%*

107 153 218 313 451 657 966
37 30-32 | 66-72 | 121-132 | 208-228

43* TT* 136* 227 367 616 954 *

110 157 223 321 462 673 988
38 30-33 | 64-74 | 129-135 | 193-233 | 291-375 | 449-627

45* 79* 139* 233 375 627 976*

113 161 229 329 474 689 1011
39 33 | 65-75 | 120-138 | 194-239

46* 81* 142%* 238 382 638 999*

116 165 235 337 485 705 1034
40 32-34 | 75-77 | 103-141 | 225-244 | 293-390 | 489-650

AT* 83* 145% 243* 390 649* 1022*
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Tabelle 2: Obere Grenzen der Punktanzahl von Kurven bei Charakteristik 3

g\q 3 9 27 81 243
7 16 38 100 275
1 7 16 38 100
7 16 38 100 275
10 22 48 118 306
2 8 20 48 118
8 22 48 118 306
14 28 29 136 337
3 10 28 26 136
10 28 28 136 337
17 34 69 154 368
4 12 30 64 154
12 31 68 154 368
21 40 79 172 399
bt 13 32-35 | 72-75 | 160-172
13 35 78 172 399
24 46 90 190 431
6 14 | 35-40 | 76-85 190
15 40 88 190 430
28 52 100 208 462
7 16 | 40-43 | 82-95 | 180-208
16 43 98 208 461
31 58 111 226 493
8 17-18 | 40-47 | 92-105 226
18 47 108 226 492
35 64 121 244 524
9 19 48-50 | 99-113 244
19 51 118 244 523
38 70 131 262 555
10 20-21 54 94-123 | 226-262
21 54 128 262 554
42 76 142 280 586
11 20-22 | 55-58 | 100-133 | 220-280
22 58 138 280 585
45 82 152 298 618
12 22-24 | 56-62 | 109-143 298
23 62 148 298 616
49 88 163 316 649
13 24-25 | 64-65 | 136-153 | 256-312
25* 66 156 316 647
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g\ q 3 9 27 81 243

52 94 173 334 680
14 24-26 | 56-69 278-330

26* 70 163 334 678

55 100 183 352 711
15 28 64-73 | 136-171 | 292-348

28%* 73 170 352 709

59 106 194 370 742
16 27-29 | 7477 | 144-178 370

20%* 7 178 370 740

62 112 204 388 774
17 24-30 | T4-81 288-384

30* 81 185 388 771

66 118 215 406 805
18 26-31 | 67-84 | 148-192

32%* 85 192 406 802

69 124 225 424 836
19 32 84-88

33* 88 199 424 833

73 130 235 442 867
20 30-34 | 70-91

34* 91 206 442 858

76 136 246 460 898
21 32-35 | 88-95 | 163-214 | 352-455

36* 95* 213 460 895

80 142 256 478 929
22 30-36 | 78-98

37* 98* 220 478 926

83 148 267 496 961
23 32-37 | 92-101

39* 101* 227 496 957

87 154 277 514 992
24 31-38 | 91-104 | 208-235

40%* 105* 234 514 988

90 160 287 532 1023
25 36-40 | 82-108 | 196-242 | 392-527

42% 108* 241 532 1019

94 166 298 550 1054
26 36-41 | 110-111

43% 112* 248 550 1050

97 172 308 568 1085
27 39-42 | 91-114

45% 115* 255 568 1081
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g\ q 3 9 27 81 243

100 178 318 586 1116
28 37-43 | 105-117

46* 119* 262 586 1112

104 184 329 604 1148
29 42-44 | 104-120

48%* 122* 269* 604 1143

107 190 339 622 1179
30 37-46 | 91-123 | 196-277

49* 125% 276* 622 1174

111 196 350 640 1210
31 40-47 | 101-127 460-635

51* 129* 283* 640 1205

114 202 360 658 1241
32 40-48 | 92-130

52* 132% 290* 658 1236

118 208 370 676 1272
33 46-49 | 128-133 | 220-298

54* 135% 297 676 1267

121 214 381 694 1304
34 45-50 | 111-136 496-689

55%* 139* 304* 694 1298

125 220 391 712 1335
35 47-51 | 116-139

57* 142%* 311 712 1329

128 226 402 730 1366
36 48-52 | 118-142 | 244-319 730

59* 145% 318 730 1360

132 232 412 748 1397
37 52-54 | 120-145 | 236-326 | 586-743

61* 149* 325 742 1391

135 238 422 766 1428
38 105-149

62* 152* 332 755 1422

139 244 433 784 1459
39 48-56 | 140-152 | 271-340

64* 155%* 340 768 1453*

142 250 443 802 1491
40 56-57 | 118-155 | 244-346

66* 159°* 346 781* 1484%*
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Tabelle 3: Obergrenzen fiir Kurven verschiedener Charakteristik

g\qll 5 | 7 [ 11 ] 13 ] 17

1 10 | 13 | 18 | 21 | 26
10 | 13 ] 18 | 21 | 26
2 14 | 18 | 25 | 28 | 34
14 | 18 | 24 | 28 | 34
3 10 | 23 | 31 | 35 | 42
16 | 21 | 30 | 35 | 42
4 2329 | 38| 42 | 50
18 | 25 | 36 | 42 | 50
5 | 28 | 34 | 45 | 50 | 59
21 | 28 | 42 | 49 | 58
6 | 32 | 39 | 5L | 57 | 67
24 | 32 | 46 | 54 | 66
7 | 37 | 45 | 58 | 64 | 75
27 | 36 | 51 | 58 | 74
8 |41 | 50 | 65 | 71 | 3
29 | 38 | 55 | 63 | 79
o |46 | 55 | 71 | 78 | 92
32 | 42 | 59 | 68 | 85
10 |[ 50 | 60 | 78 | 86 | 100
34 | 45 | 64 | 73 | 90
11 || 55 | 66 | 84 | 93 | 108
36 | 48 | 68 | 78 | 96
12 |[59 | 71 | 91 | 100 | 116
38% | 51 | 72 | 82 | 102
13 || 64 | 76 | 98 | 107 | 125
41% | 54 | 77 | 87 | 107
14 | 68 | 82 | 104 | 114 | 133
43% | 57 | 81 | 92 | 113
15 || 73 | 87 | 111 | 122 | 141
45% | 60* | 85 | 96 | 118
16 || 77 | 92 | 118 | 129 | 149
48% | 63* | 90 | 101 | 124
17 || 82 | 97 | 124 | 136 | 158
50% | 66% | 94 | 106 | 129
18 || 86 | 103 | 131 | 143 | 166
52% | 69% | 98 | 110 | 134
19 || 90 | 108 | 138 | 151 | 174
54% | 72% [ 102 | 115 | 140
20 || 95 | 113 | 144 | 158 | 182
56% | 75% | 106 | 120 | 145

49



TIEE 7 ] 11 | 13 | 17
21 | 99 | 119 | 151 | 165 | 191
58% | 78*% | 110 | 124 | 151

22 | 104 | 124 | 157 | 172 | 199
61* | 80* | 115 | 129 | 156

23 | 108 | 129 | 164 | 179 | 207
63* | 83% | 119 | 134 | 162

24 | 113 | 134 | 171 | 187 | 215
65% | 86* | 123 | 138 | 167

25 | 117 | 140 | 177 | 194 | 224
67* | 89*% | 127 | 143 | 172

26 | 122 | 145 | 184 | 201 | 232
69% | 92* | 131* | 148 | 178

27 | 126 | 150 | 191 | 208 | 240
71% | 95% | 135% | 152 | 183*

28 | 131 | 156 | 197 | 215 | 248
73% | 97F | 138*% | 157 | 189

20 | 135 | 161 | 204 | 223 | 257
75% | 100% | 142% | 162 | 194

30 | 140 | 166 | 210 | 230 | 265
77% | 103* | 146* | 166 | 200

31 || 144 | 172 | 217 | 237 | 273
80* | 106* | 150% | 171 | 205

32 | 149 | 177 | 224 | 244 | 281
82% | 109% | 154* | 175 | 210

33 | 153 | 182 | 230 | 251 | 290
84* | 111* | 158*% | 179 | 216

34 | 158 | 187 | 237 | 259 | 298
86* | 114% | 162* | 183* | 222

35 | 162 | 193 | 244 | 266 | 306
89* | 117* | 165* | 188* | 227

36 | 166 | 198 | 250 | 273 | 314
91% | 119% | 169* | 192* | 232

37 | 171 | 203 | 257 | 280 | 323
93* | 122% | 173* | 196* | 237

38 | 175 | 209 | 264 | 288 | 331
95% | 125% | 177 | 200% | 243

39 | 180 | 214 | 270 | 295 | 339
98* | 127% | 181% | 204* | 248

40 || 184 | 219 | 277 | 302 | 347
100* | 130* | 185* | 209* | 253
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